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CLASE   7

Hoy veremos el  producto cartesiano  
que   es  un nuevo  modo de  operar   con dos conjuntos .Pero primero  repasemos  algunas cuestiones .

Sean los conjuntos    A y  B definidos por extensión :

A = { 1,2,3}  

B = {1,4}

Son dos conjuntos numéricos  ; la unión  estará  formada por los elementos   comunes  y no comunes  ; los que se repiten  se cuentan una sola  vez .La  intersección  está formada por los números  comunes a  ambos  conjuntos , es decir  el número  1 .
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       A          B



2  3
1           4

En el diagrama  de Venn , en la  intersección  se  coloca  el 1, con lo cual  2 y  3  quedan en  el espacio  propio de   A  (  el conjunto  A - B ) .

La unión está formada  por los  números   1,2,3,4   ,porque  en la unión los elementos se cuentan  una sola vez ; porque digo quienes son los  elementos  y no  cuantas  veces  está   cada uno . Veamos que se  produce  un  efecto de pérdida   en   el cardinal de la  unión .

A = { 1,2,3}



Card A =  3

B = {1,4}



Card B = 2

A(B = {1,2,3,4}


Card (A ( B) = 4

A(B ={1]



Card (A ( B) = 1

Card (A ( B)  <  Card A + Card B   


4
  < 
3      +      2


El cardinal de la suma  es  4 ,que es menor  que  la suma de  los  cardinales de A y B  (que suman  5 ) .  Hay un efecto de pérdida en la unión que   proviene de  descontar   los elementos   de la intersección .Por eso, si los conjuntos  son disjuntos (si la intersección es vacía ) ,se verifica  que el cardinal de la unión es   la suma de los cardinales de cada  uno  . Si no  son disjuntos , como  en este ejemplo ,  el cardinal de la unión es la suma de los cardinales  de  los dos conjuntos  menos  el cardinal de la  intersección.

Card (A ( B) = Card A + Card B – Card (A ( B) 

El calculo de probabilidades  recurre  ,entre otras cosas, a  esta fórmula  .

Si  tiramos un  dado, ¿cuales  son los resultados posibles?. No se sabe que número  va  salir  ,  pero se sabe que es  algún número entre  1  y  6  y que seguro no saldrá un  8 por ejemplo .Cuando se  quiere  hacer el cálculo de la probabilidad  hay que  definir  bien cual es el experimento .Si el experimento consiste en tirar  un dado, los resultados   posibles   forman lo que se llama el espacio  muestral :

E={1,2,3,4,5,6}

¿Cuántos  elementos   hay  en este espacio muestral ?  (no cuales  sino cuantos) : hay  6. ¿Cual es la probabilidad  de   que salga  un  2?  :  1/6 .La probabilidad   de que salga cualquiera de estos  números   es   1/6   salvo que el dado esté cargado.   Se supone que   el dado tiene masa  ; está hecho de un determinado material  ; que esté cargado quiere decir que a lo mejor  una de las caras  pesa más  , está deforme   y  tiene mas tendencia a salir el 6 .

Bueno,  supongamos que no está  cargado . Realizo un experimento. El espacio  llamado  muestral ,  es el conjunto de todos los resultados posibles .

E={1,2,3,4,5,6}

Ahora , supongamos que   tiro  una moneda . El espacio  muestral ¿cual es?  el conjunto de todos los resultados posibles . El espacio muestral está formado por  cara  y ceca , cuyo cardinal  es 2.

E={cara, ceca}

Para el cálculo de probabilidades no importa  tanto quien es el muestral ,cual es el evento ,sino  cuantos    elementos tengo.

Si defino  ahora un experimento que  consiste  en   tirar  dos  monedas,  voy a escribir   c para indicar  cara  y  s para  indicar  ceca . El espacio  muestral está formado por   4 pares  (luego  tiene cardinal 4 ) :

E={
(c ,c)

(c, s)

(s, c)

(s ,s)   }

El cardinal del espacio es la cantidad  de elementos que tiene el espacio . Para ver cual  es el espacio hay que precisar  bien  cual es  el  experimento  .Si tiramos   dos   dados   hay 36 posibilidades  (pares)

E={(1,1)(1,2)(1,3)(1,4)(1,5)(1,6)(2,1)(2,2)(2,3)(2,4)(2,5)(2,6)(3,1)(3,2)(3,3)(3,4)

(3,5)(3,6)(4,1)(4,2)(4,3)(4,4)(4,5)(4,6)(51,)(5,2)(5,3)(5,4)(5,5)(5,6)(6,1)

(6,2)(6,3)(6,4)(6,5)(6,6)  }  

Son 36 pares .

Si  A  y B son tales que 

A ={ 1,2,3 }      y    B ={ a,b}

La intersección es vacía   y  se  escribe   así : A ( B = (. Se dice que  A y B son disjuntos .

PRODUCTO CARTESIANO  DE DOS CONJUNTOS : AxB

Sean dos conjuntos (no tienen por qué  ser homogéneos :    uno puede   estar formado por números y    otro por letras ).  Una de   las  operaciones que se  realiza con  dos  conjuntos   se llama producto cartesiano  de A por B y  se indica    AxB .

Consideremos como ejemplo :

A= {1,2,3 }

B={a,b}

Imaginemos   a cada  conjunto como  una   “bolsa” ;Tenemos   una "bolsa " con números  y una "bolsa" con letras  ; Hasta ahora   formábamos  conjuntos (como la unión, la intersección , etc.)  cuyos elementos  eran  elementos sueltos , ahora   vamos   a  formar  un conjunto con otra clase de  objetos :los pares  ordenados ,  pares  de elementos . Cada  par   va a estar formado en la primer coordenada  o el primer lugar ,por un elemento del primer conjunto. Y la segunda, por un elemento del segundo conjunto . Es  como  si  armamos  cajitas    con   lugares distinguibles; por ejemplo  cajitas con una parte  azul y otra roja. El elemento colocado  en el primer lugar  se llama primer coordenada y el ubicado en el  segundo lugar es la  segunda coordenada. Ahora, UN  elemento de AxB es  un  par ordenado  .

El  producto  cartesiano , hace  corresponder   a  cada  elemento de A  todos los   de B o sea  que el producto cartesiano  va estar formado por  todos los  pares  posibles .

AXB = { (1,a) (2,a),(3,a) (1,b)(2,b)(3,b)]

Una  de las  formas de  representación  del producto  cartesiano  entre  A y B  ,es la de los diagramas de Venn .

En  el diagrama , la asignación se indica por flechas ;  decir que  al 1 se lo pone en correspondencia con  a , se indica  con una flecha que sale de  1 y llega a , a ; esta flecha representa el par ordenado  (1,a).




          A


B
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1 a

2 b

                               3

Par  ordenado   es una dupla  tal que en el primer  lugar   se ubica  un objeto  de A   y en el segundo lugar uno  de B.

¿Cuales  son los pares  de elementos que se pueden formar   con elementos de A en el primer  lugar y  de B en el segundo ?:

  AxB ={(1,a);(1,b);(2,a);(2,b);(3,a);(3,b)}

Vean que  tenemos un nuevo tipo de objetos  ; A tenía números, B  letras y ahora AxB  tiene pares ; los elementos de AxB  son pares ordenados. En la representación de diagramas de Venn  el par (1,a) es la flecha que indica la asignación o correspondencia  entre el 1 de A y el a  de B.

En el producto cartesiano están todas las flechas posibles  que salen de A y llegan  a B (todas las posibles).

Esta operación llamada producto cartesiano, no es  conmutativa porque si  queremos efectuar BxA ,al tomar  pares ordenados  ,ahora  en  el  primer lugar  hay un  elemento de  B  y  en  el segundo, uno de A.

El conjunto de pares que integran BxA es :

   BxA ={(a,1);(a,2);(a,3);(b,1);(b,2);(b,3)}

Estos   6  elementos son totalmente distintos de los otros   6 , porque  el      par ordenado   (1,a)  no es el  mismo  que  el  (a,1).

Por   lo  tanto AxB  es distinto que BxA. Vemos  entonces  una operación en que el orden de los factores  altera el producto, contrariamente a  lo aprendido hasta ahora  

¿Cuanto vale el cardinal de A?: 3 ; el de B es  2  y el de  AxB es 6. Fíjense que  3.2=6 . Es decir que es válido que el cardinal del producto cartesiano (la cantidad  de  pares  de AxB) es igual a la  multiplicación entre  el cardinal de A   y el de  B.

Antes  escribí  cardinal con la  notación  Card  , pero también  se puede  emplear  el símbolo  #. Tenemos entonces que  :

#(AxB) = #A. #B

Tengan  en  cuenta  cómo hay que comenzar  a  diferenciar  las operaciones ; en la fórmula recién escrita hay dos símbolos de multiplicación : x  indica un tipo de producto entre  conjuntos que  es  el producto cartesiano ; el  puntito que  está  en  el miembro  derecho   es el producto o multiplicación de números (los cardinales  son números ). Un igual tachado  dos  veces (#)   es la notación de  cardinal de un conjunto , y  dice cuantos elementos  tiene ese   conjunto .

El cardinal de A  es 3 ; el de  B  es 2 ; ahora el cardinal de A x B   es 6 ; o sea hay 3 elementos  en A ; dos elementos en  B (las letras) y 6 elementos en el producto cartesiano que  son de  otra  naturaleza  ;  son  pares   cuya  primer   componente es  un número y la segunda , una  letra .Par  ordenado quiere   decir  que  el  par  (1,a) no  es  lo  mismo  que  el par (a,1).

Esta  operación tiene  varios modos de  representación .  Una es la de los diagramas  de Venn  que  ya vimos ;otra forma  es por  extensión (nombrar los pares, que ya vimos también ).

La que veremos ahora  es la representación cartesiana .Tomo  dos ejes perpendiculares (forman un ángulo recto);en  el eje  horizontal indico los elementos del primer conjunto y en el vertical los del segundo.

Es  como  un  diagrama de  calles . Partiendo  del  origen  de  coordenadas   me  muevo  1 hacia la derecha y subo  a ;   allí marco  el  punto (1,a)  en la intersección (como si fuera  una esquina ).

Si marco los 6 pares  tengo una especie   de  cuadriculado  de 6 puntitos .



b         (         (         (


 a
(
(
(










1
2
3

Otra  representación  se  realiza por medio de una   tabla  de valores  que  en la primer  columna   ubica los elementos de  A  y  en la segunda  columna , los elementos de  B  que  han sido asignados  a los  de   la primera  columna 

                    A         B

                     1         a

                     1         b


          2         a

                     2         b


          3         a


          3         b

Otra  forma  es disponer los elementos  de  A en vertical (columna)  ;los de  B en  horizontal (fila ) ; y formar una matriz  de  doble  entrada cuyos casilleros corresponden a los pares :



        B
    a       b



                           A     

                           1     (1,a)  (1,b)

                           2     (2,a)  (2,b)

                           3     (3,a)  (3,b)

Vimos el producto cartesiano  de A = {1,2,3}    y B=  { a, b}   y  vimos  todos los modos de representar el  producto cartesiano, formado por  todos los pares   que tienen un  primer elemento en A y un segundo en B

A x B ={ (1,a)(1,b)(2,a)(2,b)(3,a)(3,b)}

Este nuevo conjunto es el  producto cartesiano del conjunto A por el conjunto B ; este nuevo tipo de operación , es el conjunto más  grande  de pares que podríamos armar con A y B .

· RELACIONES  ENTRE DOS  CONJUNTOS 

A partir de  dos conjuntos A y B ,hemos obtenido el  producto cartesiano. Se llama relación  entre  A y B , a cualquier subconjunto del producto cartesiano .

¿Cómo se llamaba  el conjunto  formado por todos los  subconjuntos de un conjunto? El conjunto de partes . Recuerden que  los elementos   del producto cartesiano son pares  ,  con lo cual  AxB   tendrá en nuestro  ejemplo   6 pares (  los 6 elementos)  , con lo cual el conjunto de partes  de  AxB  tiene   2  elevado a la 6 , subconjuntos . Es decir que  el conjunto potencia  de AxB   está  formado por 64 elementos que son   todos los subconjuntos  posibles de AxB , entre los cuales  figuran los  subconjuntos triviales : el vacío y  el propio  producto cartesiano . Es decir que  habría  64  relaciones .Cada  uno  de  estos   64  elementos del conjunto de partes  del producto cartesiano   es una relación posible.

Veamos  de dónde  surgen los  64  elementos . Recuerden el triángulo de  Pascal, que para  6 elementos  es 




1
6
15
20
15
6
1    

1 por  el conjunto vacío . Las mónadas  son los subconjuntos que  tienen un  sólo  par   cada uno  ; como hay  6  pares, hay    6 mónadas  posibles. Las díadas  serán los subconjuntos que contengan dos pares  de entre   los 6 :

Eso se  calculaba con el número combinatorio de 6  en 2 . De  6 pares selecciono 2. 

  

Las tríadas  se calcularán con el combinatorio de 6 en 3 

Hay simetría  ,luego se repite  el 15 ,el 6, y el 1 : sumando todos  los números tenemos:   1+6+15+20+15+6+1 = 64.

Fíjense que con  6 elementos   el número de relaciones  es  64 , con 7  sería  128   , así que ya  ven cómo aumenta   el número de relaciones con  el aumento del número de pares .

Recordemos antes de continuar, como  calculábamos   el 

· CONJUNTO POTENCIA O CONJUNTO DE PARTES  DE UN CONJUNTO .

Voy  a  mostrar  cómo es el  conjunto potencia   de  un conjunto  cuyos  elementos  son números  (no  pares  ).Sea  el conjunto:  M={ 4,5,7} cuyo cardinal es 3.

Partes  de M que se indica   P(M)   y  es un conjunto formado  por los 8 subconjuntos   posibles  de M.

P(M) ={      { },   {4},{5},{7},    {4,5}, {4,7}, {5,7},     {4,5,7}       }

Vimos  que  había  conjuntos formados  por  elementos  sueltos (números  , letras , etc );    el producto cartesiano     es un conjunto  cuyos objetos son pares ordenados ;no son números ni  letras   sino  pares  (aunque después  veremos que  en  un    caso   particular   los  pares  coinciden  con   los   números  complejos);ahora   estoy mostrando  que el conjunto de  partes es un conjunto  cuyos elementos son conjuntos. Para  decirlo  en forma vulgar , primero teníamos   bolsas  con elementos  sueltos , después bolsas que adentro  tenían  cajas cada una de las cuales tenía  dos  elementos  y ahora  tenemos una  bolsa en cuyo interior hay   bolsitas .

Tomo   M  que  tiene  3 elementos ; y  selecciono  primero , cero  elementos ; pero ese es  por definición  el conjunto vacío  y  es  el  primer subconjunto    de  M;  si  formo   conjuntitos   tomando   los elementos de M de  a  uno por vez , hay  3  subconjuntos :  el que está formado solamente por 4 , otro que tiene sólo al 5  y otro sólo al 7 .Agoté todas las posibilidades  de tomarlos de a uno; ahora los puedo  seleccionar de   a 2 :formo 4 con 5, 4 con 7  y  5 con 7  .  Y  luego de a tres (el mismo conjunto  M). 

Si  se fijan , dentro de la llave  grande (del nuevo  conjunto que estamos  armando) hay 8 subconjuntos. Les recuerdo una diferencia : En las  cajitas  o pares  el orden importa , es decir que   (4,5)  (  (5,4) , mientras que como conjunto, la bolsa que  tiene los objetos  4 y 5  es la misma que la  que tiene los objetos  5 y 4 ; o  sea que {4,5}={5,4}.

S1, S2  tiene      la forma  de par ordenado ya que  no  da  lo mismo  cambiar el orden  de los  significantes   .

Con  respecto     al cardinal  observamos lo  siguiente  :  el conjunto  M tiene  cardinal 3; su conjunto potencia   tiene  8 ;  ocho es el número que  se  obtiene  elevando  2  al cubo (a la 3)  ;  vale  en general  que el cardinal del conjunto de partes M , es igual  a 2 elevado al cardinal del conjunto M.

¿Qué  hicimos ?:construimos a partir de dos conjuntos A y B  un nuevo  conjunto por medio de la operación x. Tenemos  entonces el conjunto producto cartesiano de A por B  : A x B  . 

Vimos  luego   que   , dado un  conjunto M ,  su  conjunto  de partes  o  conjunto  potencia  está   formado  por  todos  los subconjuntos posibles  de M.

Las  relaciones  con  los   cardinales   eran:  cardinal   del producto  escalar   es  cardinal  del primer conjunto  por  el cardinal del segundo .Cardinal del conjunto potencia  de M  es 2 elevado al cardinal de  M .

          #(AxB)= (#A).(#B)

          #P(M)       =  2 #M
El  conjunto  potencia   se forma   a  partir   de   CUALQUIER conjunto  ,  tenga los objetos que tenga (   sea  un  conjunto formado por números, letras, pares o conjuntos ).

Si tomamos el conjunto   A ,formado por los números 1,2,3 , su conjunto  potencia  será:

 P(A)= { { } , {1} , {2} , {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3},  A  }

Como A tiene  3 elementos,  P(A)     tiene 2 elevado al cubo es decir 8 subconjuntos posibles : uno es el vacío ; luego los conjuntos  unitarios (con un elemento de A  cada uno );  luego los  binarios  (dos  números  en  cada  subconjunto  )   y  el conjunto   formado  por  los tres elementos de  A   (o  sea  A  mismo).

Si consideramos   como conjunto , este otro,   

B={a, b}

El  conjunto  potencia  de B está formado por el  vacío  ,  el subconjunto cuyo único elemento es a , el que tiene únicamente b  y   B  mismo  ; está  formado  por  los     4  subconjuntos posibles (2 elevado al cuadrado   es 4).

P(B) ={  { }, {a} , {b} ,  B }

Pero también es    posible  hacer el conjunto potencia de  A x B  que tiene       2 elevado a la 6  es decir  64 subconjuntos.

Como  A x B  es un nuevo conjunto, podemos    formar  todos  los subconjuntos  posibles   de  este conjunto ; o  sea  conjuntos formados  por   pares. Primero  tenemos el  vacío   ;luego  los subconjuntos unitarios (formados en este caso por  un par).

En  P(A)  habíamos  considerado   como  primer     subconjunto unitario  al formado  por el primer elemento de A que  es 1, y pusimos   {1}. Ahora el primer subconjunto unitario de P (AxB) será  el formado por el primer elemento de AxB que es  el  par (1,a); se  indica  como {(1,a)}: conjunto cuyo único  elemento es el par  (1,a).

Visto  en  el diagrama cartesiano ,lo que   hacemos  es  tomar primero  el vacío ; luego  un conjunto con cada punto ;  luego tomarlos de a  2 pares ; luego de a 3 , de a 4  de a  5  y  el conjunto AxB .

Los 64 posibles  se distribuyen así :

{  } (vacío )                        : 1

los unitarios son 6 ,que son :

 {(1,a)} ; {(1,b)} ; {(2,a)} ; {(2,b)} ; {(3,a)} ; {(3,b)}

Los binarios son aquellos que tienen dos pares  ;hay  entonces 15  subconjuntos  posibles  ;  20  son  los   ternarios   (que contienen  3 pares ); 15 los  cuaternarios , 6 los de  5 pares  y uno que  es   el producto cartesiano AxB .

P(AxB)  consta  de los siguientes   64  subconjuntos  :

{  }                       Vacío  : conjunto con  0 elementos 

{ (1,a) }

{ (1,b) }

{ (2,a) }

{ (2,b) }               conjuntos unitarios  o mónadas 

{ (3,a) }

{ (3,b) }


{(1,a);(1,b)}

{(1,a);(2,a)}

{(1,a);(2,b)}

{(1,a);(3,a)}

{(1,a);(3,b)}

{(1,b);(2,a)}

{(1,b);(2,b)}

{(1,b);(3,a)}                conjuntos binarios o mónadas

{(1,b);(3,b)}

{(2,a);(2,b)}

{(2,a);(3,a)}

{(2,a);(3,b)}

{(2,b);(3,a)}

{(2,b);(3,b)}

{(3,a);(3,b}}

{(1,a);(1,b);(2,a)}

{(1,a);(1,b);(2,b)}

{(1,a);(1,b);(3,a)}

{(1,a);(1,b);(3,b)}

{(1,a);(2,a);(2,b)}

{(1,a);(2,a);(3,a)}

{(1,a);(2,a);(3,b)}

{(1,a);(2,b);(3,a)}

{(1,a);(2,b);(3,b)}

{(1,a);(3,a);(3,b)}          

conjuntos con  3  elementos   o ternas 

{(1,b);(2,a);(2,b)}

{(1,b);(2,a);(3,a)}

{(1,b);(2,a);(3,b)}

{(1,b);(2,b);(3,a)}

{(1,b);(2,b);(3,b)}

{(1,b);(3,a);(3,b)}

{(2,a);(2,b);(3,a)}

{(2,a);(2,b);(3,b)}

{(2,a);(3,a);(3,b)}

{(2,b);(3,a);(3,b)}


{(1,a);(1,b);(2,a);(2,b)}

{(1,a);(1,b);(2,a);(3,a)}

{(1,a);(1,b);(2,a);(3,b)}

{(1,a);(1,b);(2,b);(3,a)}

{(1,a);(1,b);(2,b);(3,b)}

{(1,a);(1,b);(3,a);(3,b)}

{(1,a);(2,a);(2,b):(3,a)}       

{(1,a);(2,a);(2,b);(3,b)}

 conjuntos cuaternarios

{(1,a);(2,a);(3,a);(3,b)}

{(1,a);(2,b);(3,a);(3,b)}

{(1,b);(2,a);(2,b);(3,a)}

{(1,b);(2,a);(2,b);(3,b)}

{(1,b);(2,a);(3,a);(3,b)}

{(1,b);(2,b);(3,a);(3,b)}

{(2,a);(2,b);(3,a);(3,b)}


{ (1,a)(1,b)(2,a)(2,b) (3,a) }

{ (1,a)(1,b)(2,a)(2,b) (3,b) }

{ (1,a)(1,b)(2,a)(3,a) (3,b) }  
conjuntos con  cinco elementos

{ (1,a)(1,b)(2,b)(3,a) (3,b) }

{ (1,a)(2,a)(2,b)(3,a) (3,b) }

{ (1,b)(2,a)(2,b)(3,a) (3,b) }

A x  B 




conjunto con 6  elementos 

Sumen  la  cantidad de  subconjuntos   y verán que hay 64  subconjuntos. Todos  ellos   colocados en una  llave   forman   el  conjunto potencia  de   A x B  .

Cada  uno  de  esos subconjuntos , es lo  que  se  llama   UNA RELACIÓN  DE A  EN  B. 

 Tomo  los  conjuntos A  y B ; dado  cualquier  conjunto  de  3 elementos y  otro de  2 elementos, el producto  cartesiano  de ellos     va tener  6 pares (cambiará el conjunto pero  no  la cantidad   de  pares  ),por lo tanto el conjunto  potencia  de  este  producto cartesiano tendrá  64  subconjuntos posibles  ; cada uno de esos  64  subconjuntos , es una relación posible.

El  conjunto de  todos los  pares   posibles  es AxB ; de  esos pares  posibles, si seleccionamos    algunos , obtenemos una relación . Cada uno de esos  subconjuntos es una relación de A en B;  hay 64 posibles en este caso ; calculen que si con 3 elementos  en A  y  2   en B , hay 64 relaciones posibles ,  al  aumentar la cantidad de elementos  de A y de B esto se vuelve  inmanejable a partir  de   la extensión . Veamos  algunos ejemplos. 

Consideremos las siguientes  relaciones : 

R = {   }

R '= {(1,a);(1,b);(3,a)}

Los diagramas de  Venn de  ambas relaciones   son :








1

a

     2


3

b



R


1

a

     2





3

b



R '
En la próxima clase  vamos   a  trabajar   relaciones  en un solo conjunto, es decir relaciones  de un conjunto  consigo mismo .   Estudiaremos las propiedades   reflexiva ,simétrica ,  y transitiva   en una relación definida en un conjunto .

Pero antes,   estudiemos el concepto de   función 

· FUNCIONES

Recién  vimos que  el producto cartesiano  de A por B  ,  es  el conjunto de todos los pares  posibles   ;  una relación  está  formada por   algunos  de esos  pares  del producto cartesiano, seleccionados por medio de alguna condición  . Una función  es  un caso particular  de relación ; es decir  que algunas  relaciones ,  serán  funciones 

La  relación f  de A  en B  [f: A          B  ] es una  función  ,  si para  todo  elemento de A  existe un único elemento de  B ; esto quiere decir que hay   un requerimiento  doble : existencia  y unicidad . 

Para que se entienda  mejor digamos que  si el  conjunto A  está formado por  1,2 y 3 ,  una relación  cualquiera  podrá   contener varios pares que tengan a   1 como  primer  coordenada , pero puede    también no haber  pares que   tengan   1  en la primer  componente .  Una función    será  aquella que necesariamente   contenga tres pares :un único par  que comienza con  1, un único con 2 y un único con 3 .

Ejemplos  

A =  {1,2,3}

B =  {a, b}

AxB   = {(1,a)} ; {(1,b)} ; {(2,a)} ; {(2,b)} ; {(3,a)} ; {(3,b)}

R1 =   {(1,a);(1,b)}

R2 =  {(2,a);(2,b);(3,a);(3,b)}

R3  =   {(1,a);(2,b);(3,a)}

De estas tres relaciones  , solamente R3   es  función .En  general, revisando  la  lista  de   las    64  relaciones  , sólo   van a ser   función aquellas tríadas  que tengan  un par cuyo primer  elemento es  1  , otro par que empiece con  2, otro con  3  .

El producto cartesiano    es el conjunto que tiene  más pares , la relación restringe esa cantidad  y   la función restringe aún más. Además  se   ve que   toda función  es relación pero  no toda relación es   función  .Una relación   es función cuando  contiene  un único  par  por cada   elemento de  A.

En términos de los diagramas  digamos  que f es una función    cuando   del conjunto de partida  sale una  única  flecha  de  cada uno de los puntos  (no pueden quedar   puntos sin  que de ellos salgan  flechas y no puede  salir mas de una flecha por cada  punto de A ) ; entonces  lo que determina si algo es   función  o no, es   su  conjunto de   partida .

Veamos  qué  sucede   si   en lugar de considerar   conjuntos finitos como los de recién , utilizamos  el conjunto de todos  los números  reales .Los reales  eran los naturales  enteros , racionales  ,irracionales ; pero no incluye a  los complejos .

Si  queremos   establecer  una  correspondencia  entre R y R , como hay infinitos elementos  ya no   hay un modo de  hacerlo por extensión . Un  modo de escribir el producto  cartesiano de R por R , es R 2  , que es la representación  del plano ; R 2    es una forma de decir que el producto cartesiano  del  conjunto de los reales por el   conjunto de los reales  es     el   plano .En este  caso    todo  trazo  que haga ,  ya sea una  línea ,  semirrecta,  o  dibujo raro,  cualquier   garabato  que haga    como  está dentro  del plano  ,es un subconjunto  e indica    una relación ;  todo  trazo dentro del plano es una relación  porque ahora hay infinitas  relaciones . De todos  esos  garabatos ,  algunos corresponderán a  funciones ,porque  para ser función    hay que someterse  a  ciertas  restricciones .Para reconocer una función  por medio de un  gráfico cartesiano,  hay que  ver si   todas las  rectas  verticales, cortan la  curva trazada  en un  único punto . Es decir  que si tenemos la representación  gráfica , para ver  si es la gráfica de  una función, hay que tomar líneas  verticales que recorran   todo el conjunto  A ; si en cada    posición de  una  vertical, ésta  corta la gráfica en un único  punto, estamos  ante una  función ;  si hay  algunas verticales  que no cortan la gráfica o  que la cortan en más de  un punto, entonces  no es función  .

Veamos como ejemplo   las siguiente gráficas :
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La primera  gráfica   no corresponde  a una  función    porque  hay al menos una vertical que corta a la curva  en más  de un  punto .

La segunda  es una función  porque en todo punto del eje x ,  la  recta vertical corta  en un solo punto a la gráfica  . 

C  no es  función  porque  si bien   todas  las verticales, cuando cortan lo hacen una sola   vez , (se verifica unicidad ),  hay  puntos que no tienen imagen , por ejemplo  al   ( 1  no le corresponde  ningún  valor  en el eje vertical   .

Aquí   he puesto  arbitrariamente  ejemplos de  gráficas   correspondientes  a  relaciones   de R en R  ,  pero  también  se  pueden  definir por medio de  fórmulas  , de la forma   y = f(x)    , en las cuales   x es  la variable  independiente   e y  la dependiente ,por ejemplo :  






   y =  x2 

A partir de  esta fórmula  ¿cómo  proceder para  obtener  la gráfica  correspondiente?  Hay que  hacer  confeccionar una   tabla  de valores eligiendo  valores arbitrarios  para   x  ( dentro del conjunto de partida )  

La variable  x  es una letra , es  un lugar  vacío, que podrá ser ocupado por cualquier número   1 ,  2,  180000  el que quiera , dentro  ¿de qué conjunto? Dentro del conjunto R de número reales  porque elegí ese como  dominio  .

La forma funcional  explicita  qué  operación realizar  sobre los  valores   que va tomando la variable ,  a todos los opero de igual forma . La   escritura   considerada , dice    qué operación  tengo que hacerle  a la variable  x ,   en este  caso , "dice"  que la  eleve   al cuadrado , esto quiere decir  que todo número que  vaya a ocupar el lugar  de la  variable ,lo tengo que elevar  al cuadrado   y la imagen es el resultado de esta  operación .  En este caso , el 0 va al 0  el 1  al 1  ,el 2 al 4 , el –1 al  1  ,y el –2  al 4 . La tabla  queda  así : 



   x
y


0 0

1 1

                     –1
1

–2
4



  2
4

Esta tabla indica que algunos de los pares   correspondientes  a  esta  relación ( luego veremos si es función  o no )  son el   (0,0)  que   señala  el origen  eje de coordenadas   . Para  ubicar  en los ejes  cartesianos  al  par  (1,1)   debo  desplazarme  desde el origen , 1  hacia la derecha     y  1 hacia  arriba ; para ubicar   (2, 4)   salgo del origen de coordenadas (donde se  cruzan los dos  ejes)   y  vamos  2  hacia la derecha , 4 hacia arriba .

(–1,1) es   1 hacia  la izquierda   y   1  hacia arriba 

(–2,4) es  2 hacia   la  izquierda  ,   4 arriba .

Un  función  definida  sobre   conjuntos  infinitos , requiere  de una  fórmula   que permita  obtener  las  imágenes  de los  valores de  x . Pero  diremos que  en forma  general , una  función   es una  terna  (tiene   3 elementos ) que consiste en  un conjunto  de partida (que se ubica  en horizontal )  , un conjunto de llegada  y una fórmula   .

Es  muy importante  concebir la función  como  terna  ,porque esto quiere decir que si  alguno de los componentes de la terna  cambia, la  función  no será la misma . 

La función es una terna porque depende de dos conjuntos y la ley que los conecta  que liga las dos variables :  la variable independiente que toma valores  en el conjunto de partida  y la variable  dependiente que toma sus  valores ,llamados imágenes  , en el conjunto de llegada   .
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f(x) =  x2


 g(x)=  x2
                            h(x)  =  x2
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En  el    primer caso, la gráfica  es un  conjunto de puntos aislados;  son todos los que hemos  considerado en la tabla  de valores  ,pero sin poder unirlos, ya que tanto el conjunto de salida  como el de   llegada     es  Z , enteros  y entre un entero y otro hay  una discontinuidad , un salto ,   no  se pueden intercalar  racionales   ni   irracionales .

Si estamos en el  campo  real   la gráfica es un trazo continuo , que  en nuestro ejemplo  se llama  parábola .

El tercer  caso nos da solamente la mitad de la parábola , ya que el conjunto de partida  es el conjunto de reales positivos, con lo cual , del cuadro de valores debemos descartar  aquellos  pares  cuya primer coordenada es negativa ,como por ejemplo  (–1 , 1 )   y (–2 , 4 ) . 

Otro aspecto interesante   de las  funciones , es  el análisis de la continuidad  y el estudio  de los puntos  de discontinuidad   . Este tema es  muy amplio , pero solamente  voy a dar  algunas  pinceladas .

Desde el punto de vista intuitivo , una función  es continua,  cuando  realizo  su gráfica de un solo trazo,  sin levantar la mano .   g y h  son  funciones continuas .

¿Qué sucede  si    consideramos la  fórmula  p(x) =  1/x   tomando en principio   valores  reales para   x . 

A    2  la  fórmula   le  asigna   ½    ,  a  3   le corresponde  1/3  , etc.   pero ¿qué pasa cuando  x  toma  valor   0? . Dijimos que  dividir por  0 está prohibido ; entonces  esta función  no está definida  en  0  . Esto quiere decir que  no hay imagen  de  0 por medio de   f , con lo cual  , de acuerdo a la definición que dí  antes, la terna 



p: r
      r
    p(x) =  1/x   

no corresponde  a una función porque no  todo  x  del conjunto de partida , tiene imagen    en el  conjunto de llegada ;   en este caso  , el  0  no tiene imagen . 

¿Qué hacer?  Es posible convertir esta  relación  en  función ? . Cuando  una  fórmula  no está  definida  en  algún punto ,los matemáticos optan por  descontar del campo los elementos  problemáticos , de modo  tal que sea  posible contar  con una  función  . 

Redefinimos  :  

p*: r-{0}
      r
             p(x) =  1/x 

La  nueva  terna  corresponde  a una   función . Y su gráfica  es la llamada hipérbola  equilátera  ,que como se verá es una función   discontinua (no se puede pasar  de una rama a la otra  sin levantar  el lapiz) 





Se  puede decir que  p no es función porque el  0 no tiene imagen , porque habría que  calcular   1  sobre 0   y    no se puede dividir por  0 ,con lo cual  no hay quien pueda  hacer esa correspondencia .  El único punto de conflicto es el 0 ; se sustrae el 0  y   se considera  la que ahora  sí  es una función ,  p* .

Me  parece  interesante  para pensar   la psicosis ; de hecho   el esquema (   del escrito    De una cuestión preliminar  a todo  tratamiento posible de la  psicosis   ,  es una hipérbola . Podríamos decir que esta  curva se puede  recorrer   sin problemas salvo  que  intentemos pasar  por   el 0 , en cuyo caso nos encontramos con un "abismo" por llamar  de  alguna manera a este  imposible . Este tipo de  imposible  tiene que ver con la existencia de asíntotas  que son las rectas   a las cuales  la  curva "se acerca"  sin tocar jamás  .En este caso  las   asíntotas  son los ejes  x   e  y  La función se acerca a esas dos líneas pero no las atraviesa .

Otros  dos tipos de   discontinuidad  son los siguientes :
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La primera  gráfica    es  una recta agujereada ; el "agujerito" indica que  el valor de  la variable x  correspondiente , o sea   a  , no tiene  imagen , no existe  f(a) ; se dice que  la  función    tiene una   discontinuidad    evitable   en el punto a  ¿por qué?  Porque el  valor  inexistente   f(a)  se  sustituye  por L   que  es  el límite  de la función   alrededor de a .  L    es  el valor   hacia el cual tienden   o "se  acercan" las imágenes  de los puntos  vecinos de  a . En este  caso, hay   un  agujerito  en la función  , alrededor del cual   hay  "red"  , hay  un soporte posible .

El segundo gráfico nos  da un  ejemplo de discontinuidad  un poco más  grave ,  que no es evitable pero que tiene un salto finito . Es decir que  hay una fisura ,pero de todos modos no es  igual al "abismo"   de la hipérbola . En el caso de ésta , además de no existir f(0) que es la  imagen por  f  del  0  , el límite  de la  función   en las  inmediaciones del  0  , es   infinito  .

Vemos entonces que  las discontinuidades  surgen en los puntos  en que "falla la imagen" , donde   hay alguna interrupción en la trama .Los tres tipos de discontinuidad  los podríamos   plantear  como  "abismo",  "salto"   y  "agujero" .

En la clase  próxima  veremos  relaciones en un conjunto , relaciones de equivalencia  y   presentaremos las   superficies   topológicas  como conjuntos cociente.   
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